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Встановлюється ізоморфність групи ква-
терніонів та двох некомутативних підгруп 8-
го порядку на множині мономіальних (1, 0, -1) 
– матриць четвертого порядку. Наводяться 
варіанти співставлення елементів базису 
простору кватерніонів та виділених мономі-
альних матриць. Із кінцевої множини варіан-
тів співставлення обирається варіант, який 
задовольняє критерію симетрії. Вводяться 
доцільні позначення, досліджуються власти-
вості базисних матриць
Ключові слова: мономіальні (1,0,-1)-
матриці, група кватерніонів, таблиці Келі, 
кватерніоні матриці
Устанавливается изоморфность груп-
пы кватернионов и двух некоммутативных 
подгрупп 8-го порядка на множестве моно-
миальных (1, 0, -1) – матриц четвертого 
порядка. Приводятся варианты сопоставле-
ния элементов базиса пространства кватер-
нионов и выделенных мономиальных матриц. 
Из конечного множества вариантов сопо-
ставления выбирается вариант, удовлет-
воряющий критерию симметрии. Вводятся 
целесообразные обозначения, исследуются 
свойства базисных матриц
Ключевые слова: мономиальные (1, 0, -1) 
– матрицы, группа кватернионов, таблицы 
Кэли, кватернионные матрицы
An isomorphism of quaternion group and two 
noncommutative subgroups of eighth order was 
determined. Some variants of comparison of ele-
ments of basis of quaternion space and mono-
mial matrices that were singled out are shown. 
From the finite set of comparison variants one 
that satisfy the criteria of symmetry is selected. 
Appropriate designation are entered. And featur-
es of basic matrices are analyzed
Key words: monomial (1, 0, -1) – matrices, 
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Введение
В вычислительном эксперименте [1, 11] к форме 
представления алгоритмов предъявляются специфи-
ческие требования, удовлетворить которые оказыва-
ется возможным удачным выбором переменных, новой 
организацией вычислительных процессов, обуслов-
ленной спецификой этих переменных, применением 
матричного исчисления, в частности, исчисления ква-
тернионных матриц [7, 9, 13, 14]. Элементы исчисле-
ния кватернионных матриц получили признание и 
применение не только в аналитической механике при 
построении математических моделей, по существу за-
меняя векторное исчисление, но и оказались хорошо 
адаптированным к современной технологии проведе-
ния вычислительного эксперимента по исследованию 
нелинейной динамики сложных механических систем 
в пространственном движении. При этом математи-
ческие модели и соответствующие им алгоритмы об-
ретают симметрию, компактность, универсальность, 
что ускоряет программирование, отладку вычисли-
тельного процесса, обеспечивают удобства в работе, 
т.е. повышает производительность интеллектуального 
труда [2, 3, 8, 12].
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Постановка задачи
Среди мономиальных (1, 0, -1) – матриц [10, 15] 
четвертого порядка, представляющих тождественные 
и четные подстановки четвертой степени на множестве 
элементов четырехмерного ортонормированного бази-
са и противоположных элементов находятся некомму-
тативные подгруппы, изоморфные группе кватерни-
онов и составляющие базис кватернионных матриц. 
Исследуются свойства базисных матриц.
Решение задачи
Для элементов базиса пространства кватернионов 













М но ж е с т в о, с о с т о я ще е и з в о сьм и э лемен-
тов 1 1, , , ; , , ,i j k i j k− − − −  (здесь зна к м и н ус с л у ж и т 
ра з л и ч и те л ьн ы м знач ком), соста в л яе т г ру п п у 
к ватерн ионов с извест ной табл и цей у м ножен и я 
[4] .
На множестве мономиальных (1, 0, -1) – матриц на-
ходятся семь подгрупп восьмого порядка, из которых пять 
подгрупп являются Абелевыми, а две некоммутативными 
(табл. 1) [10].
Таблица 1
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Таблица 2
Варианты сопоставления элементов базиса пространства кватернионов элементами некоммуттивных подгрупп 
порядка 8
Приведенным элементам базиса пространства ква-
тернионов сопоставляются элементы некоммутатив-
ных подгрупп восьмого порядка. Варианты сопостав-
ления элементов базиса пространства кватернионов 
и элементов полученных некоммутативных подгрупп 
приводятся в табл. 2.
Варианты сопоставления выбираются по крите-
рию симметрии, и для первой из рассмотренных под-
групп соответствует номеру 16, а для второй номеру 
10. Представляется целесообразным переобозначить 
выделенные мономиальные матрицы используя опера-
цию транспонирования (табл. 3)
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Таблица 3
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Эти обозначения отражают возможность преоб-
разования базисных матриц применением вводимых 
операций транспонирования: полного (перестановка 
всех строк и столбцов), внешнего (перестановка пер-
вой строки и столбца) и внутреннего (перестановка 
элементов, исключая первую строку и столбец). Ква-
терниону и сопряженному кватерниону сопоставля-
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Составленные четыре вида упорядоченных ма-
триц, эквивалентных кватернионам, преобразуются 
одна в другую применением предложенных опера-
ций полного, внешнего и внутреннего транспони-
рования. В развернутой записи получим соответ-
ственно:
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Составленные матрицы обладают очевидной упо-
рядоченностью. Матрица t A  образуется из матрицы 
A  в результате перестановки первой строки и первого 
столбца, матрица t tA  является транспонированной по 
отношению к матрице A , а матрица At  - транспониро-
ванной по отношению к t A , т.е. имеет место следую-
щее правило транспонирования:
t t t t t t t t
t t t t t t t t t t t t
t t
A A A A A A
A A A A A A
( ) = ( ) = ( ) =
( ) = ( ) = ( ) =
, , ,
, , ,
A A A A A A
A A A A A A
t t t t t t t t
t t t t t t t t t t
( ) = ( ) = ( ) =
( ) = ( ) = ( ) =
, , ,
, , .
Отметим, что иные варианты сопоставления при-
водят к матрицам, не имеющим столь упорядоченного 
вида. Например, для варианта 2 первой подгруппы 
имеем:
A a T a R a S a
a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
0 0 2 1 3 2 1 3
0 3 1 2
3 0 2 1
1 2 0 3
2 1 3 0






а для варианта 22 второй подгрупп:
A a T a R a S a
a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
0 0 1 1 2 2 3 3
0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1
3 2 1 0





Поэтому эти варианты и другие для представления 
кватернионов далее не используются.
Из сравнения таблицы умножения группы кватер-
нионов и таблиц умножения некоммутативных под-
групп восьмого порядка устанавливается их изоморф-
ность (табл. 4).
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Таблица 4
Таблица умножения базисных матриц, соответствующих 
кватерниону и сопряженному кватерниону
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С помощью составленных таблиц умножения ис-
следуются свойства четырех совокупностей базисных 
матриц: находятся аддитивно-обратные, мультипли-
кативно-обратные, ортогональные, кососимметрич-
ные матрицы, устанавливаются коммутативные про-
изведения, правила полного, внешнего и внутреннего 
транспонирования произведений. 
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Произведения матриц удовлетворяют равенствам:
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Для базисных матриц E E I E ii
t t
i0 1 2 3, , , ( , , )=  уста-
навливаются аналогичные свойства. Матрицы t iE  и 
Ei
t  - аддитивно-обратные:
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Имеют место равенства:
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Откуда, в частности, при i j=
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С помощью этих равенств по-
лучаем, например:
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0 , , , , ,  в совокуп-
ности составляют группу трид-
цать второго порядка, фрагменты 
которой представлены в табл. 4 и 
табл. 5. 
Таблица 5
Умножение базисных матриц, составляющих подгруппу 
32-го порядка





















E E E E
E R A S
E T S A
E A R T
t t t
0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1
3 2 1 0
     
I E E E
E R A S
E T S A






1 0 3 2
2 3 0 1
3 2 1 0
I E E E
E R A S
E T S A






1 0 3 2
2 3 0 1
3 2 1 0
   
E E E E
E R A S
E T S A
E A R T
t t t
0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1
3 2 1 0
* E E E E0 1 2 3  I E E E























E E E E
E R T A
E A S R




0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1
3 2 1 0
 
I E E E
E R T A
E A S R
E S A T





1 0 3 2
2 3 0 1
3 2 1 0
I E E E
E R T A
E A S R





1 0 3 2
2 3 0 1
3 2 1 0
          
E E E E
E R T A
E A S R




0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1
3 2 1 0
Таблица умножения группы 32-го порядка в сокра-
щенной записи (четверть таблицы умножения) приво-
дится в табл. 6. Для воспроизведения таблицы умно-
жения в полном объеме достаточно воспользоваться 
операцией инверсии или произведением на матрицу 
инверсии I
Из рассмотрения табл.5 следуют свойства:
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из которых следует коммутативность произведе-
ний вида:
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Из табл. 4 умножения группы для базисных матриц 
находим: 
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Таблица 6
Четверть таблицы умножение подгруппы порядка 32
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 = = =( ), , , , ,1 2 3
Здесь индексы i j s, ,  изменяются циклически.














tE E E E ( ) = .
Далее выберем из табл.4 умножения группы следу-
ющие равенства:






 = = =( ), , , , ,1 2 3
Здесь операция неполного транспонирования, 
обозначаемая в виде ( )t , предусматривает переста-
новку элементов матрицы, исключая первую строку 
и столбец. Применяя эту операцию транспонирова-




( ) = ( )  и учиты-
вая, что E Es
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 ( ) = -второе 
равенство.
Рассмотрение равенств табл. 4






s = = =( ), , , , ,1 2 3
позволяет установить свойство операции неполно-
го транспонирования, обозначенного в виде 
t ( ) . Это 
транспонирование предусматривает перестановку в 
базисной матрице элементов первой строки и столбца. 
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Аналогичным образом, путем сопоставления та-
блиц умножения групп восьмого порядка, устанав-
ливаются следующие правила транспонирования для 
базисных матриц:
Из рассмотрения фрагментов таблицы умножения 
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В силу коммутативности рассматриваемых про-
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Вывод
Найдены две некоммутативные подгруппы на мно-
жестве мономиальных (1, 0, -1) - матриц четверто-
го порядка, изоморфные группе кватернионов и со-
ставляющие базис введенной совокупности четырех 
кватернионных матриц. Введенные кватернионные 
матрицы удовлетворяют критерию упорядоченности, 
симметрии, что позволяет применить к ним операции 
внешнего, внутреннего и полного транспонирования. 
На основе составленных таблиц умножения базисных 
матриц определены аддитивно-обратные, мультипли-
кативно-обратные, ортогональные и кососимметрич-
ные.
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Приводиться розрахунок геометричних 
параметрів антенної системи для забезпе-
чення заданої діаграми направленості при 
сушінні вовни
Ключові слова: хвилевід, електромагнітне 
поле, діаграма направленості
Приводится расчет геометрических пара-
метров антенной системы для обеспечения 
заданной диаграммы направленности при 
сушке шерсти
Ключевые слова: волновод, электромаг-
нитное поле, диаграмма направленности
A calculation over of geometrical paramete-
rs of the aerial system is brought for providing of 
the set diagram of orientation at drying of wool
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Одним из наиболее перспективных направлений в 
развитии новых технологий при первичной обработке 
шерсти является использование электромагнитной 
энергии миллиметрового диапазона длин волн для 
сушки шерсти. В результате этого использования уни-
чтожаются вредные микроорганизмы в шерсти, сокра-
щается время технологического процесса, экономятся 
энергоресурсы, а также сохраняются природные свой-
ства шерсти. Однако создание равномерно распреде-
ленного ЭМП в зоне нахождения шерсти на конвейере 
связано со значительными трудностями как теорети-
ческого, так и конструктивного характера.
